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YBOI

Y cBoM pajy 1oa HAa3uBOM Jlemepmunucmuyky nenepuoduuny mok u3 1963. ronusre,
amepuaku mereoposor Easapa Jlopen mpoy4yaBao je MOges KOHBEKTHBHUX CTPYjama y
armocdepu, y 1usby 60Jber pa3yMeBaba HEMpeIBUIMBOCTH aTMocdhepcKux npuinka. Jpa-
ctuano mojennoctasuimn Hasuje-CToOKCOBE jemHatwnie Koje OMHCYjy KPeTamhe BHCKO3HUX
duyuna, Jlopent je 3a mojen armocdepe 106H0 TPOIUMEHIUOHAJIHU HEJIMHEAPHU CUCTEM
omucaH cjaefAenuM jeqHaInHAMA, KOje JAHAC HOCE HEroBO MME:

&=0(y—x)
y=rr—y—T2 (1.1)

z=uxy — bz.

OBne cy o,r, b IO3UTHBHY TTAPAMETPH.

Wcnuryjyhu oBe jennauune, JlopeHy je 3ak/bpydno jia 3a ofpeheHe mapaMerpe mbUXOBA
peliema OCIIIYjy Ha HeperyjapaH u anepuoanyan HavdwH. OQCHUM TOTA, OTKPHO je W 13
je cucTeM BeOMa OCET/bMB HA IOYETHE yCJIOBE, Tj. Ja Ce W KaJia Cy OHU BEOMAa CJIUUHHU,
KPHBE €BOJIyIHje y BPEMEHY JIDACTUYHO pasnukyjy (cauka 1.1). Ose uumbenute cy Heke
OJI, TJIABHUX KAPAKTEPUCTUKA Xa0CA U CYTepHUINy Jia je CUCTeM, UAKO JIETEPMUHUCTUYIKH,
CYIITUHCKYA HENPEABUIMB - MAJE IPENIKE y MEPEemy TPEHYyTHOr CrTama armocdepe (wim
6uI0 KOr JApyror XaoTWIHOT cucreMa) 6p3o ce ysehasajy, omemoryhasajyhu myropoune
IIPOT'HOZE.

Cuimka 1.1: 3aBUCHOCT KOOD/IMHATE X O/l BpEMeHa 3a /IBa BeoMa OJIMCKA MOYeTHA YCJIOBa.



2 1. ¥YBog

Kama je rpadwukm mpeacraBmo periema CBOjUX jeaHadnHa 3a oxpeheHe BpeaHocTH
nmapaMeTrapa y Tpu JuMensuje, Jlopenr je mobuo joIur jeJaH 3aHUMJBUB PE3YJITAT: Tpa-
jexTopuje ce y ha3HOM MPOCTOPY TPYIHUILY OKO KOMILIEKCHOT CKYIa TAYaKa y OOJIUKY
JIITUPOBUX KPHUJIA, KOJU HA3MBAMO CTPaHMM arpakropom (ciuka 1.2). Jlopewn ra je
OKAPAaKTEPUCAO KAO HECKOHGUHYU KOMNAEKC NOSPWIL, a JJAHAC 3HAMO Jia je y uuramy ¢pa-
KTaJ, (ppakTasine guMensuje uzmehy 2 u 3.

Cimmka 1.2: JlopeHnos crpanu arpakrop.

JIopeHTIOBE jeTHAYNHE Ce MOjaB/bY]y U ¥ APYTUM MOJEINMA, Ka0 MITO CY MOJEIHN JIACEPA
n guHaMe, aJud W MOAEJI XaOTHYHOT BOACHUYIHOTI TOYKa, O KOjeM he 6I/ITI/I BUIIE peYdIn y
cneyiehem norsiappy. 3atum he OuTH NPUKA3aHU PA3JUYUTH HAYMHHU Ha Koje je Moryhe
n3Byhu mudopmalmje n3 jeHavnHa, ¢ 003upPoM 13 ux je Hemoryhe pemmTu aHAJIUTAIKA.
Wneja je jna ce, nparehu JlopeH1oB HAUMH Pa3MUIL/bakA, JIEMOHCTPUPA]Y OCHOBHE METOJIE
y TEOPHju Xa0Ca, Ka0 U IJIABHE KAPAKTEPUCTUKE XaoTWIHUX cucrema. Ha kpajy he buru
JUCKYCHje O CTPAHOM aTPaKTOPy U HErOBHM CBOJCTBHMA, KA0 U O FHUXOBUM MOIyhum
WMILTUKAI]aMa HA BPEMEHCKEe TIPUJIHKE.
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XaoTn4IH! BOJI€EHNUYIHHN TOYaK

2.1 Ormnuc Touka

Monen BOmeHUIHOT TOYKA, TpeioxKeH o cTpade B. Mankyca u JI. Xayapma HeKoInKo
rojinHa HakOH objaBspuBama JlopeHoBor pajia, jejaH je o1 Hajje JHOCTABHUJUX PUINIKUX
cUCTEMa YHje je Kperamwe onucano Jlopenropum jennaunHama. Cxema KOHCTPYKIHjE jeji-
HOT TAKBOT TOYKA JATa je Ha ciurm 2.1.

LCEOBOO
BOJIA CE YITyMIIaBa

Y LEBOBOI

BOOCHHYHH
TOYaK

KoMOpa

BOJIEHH
cTyO

| 33BpPTak 33
/i
/ Tomemapame Haruba

(@ (®

Cumka 2.1: Cxema BOJEHUYHOD TOYKA - LOIVIEH 010310 (a) u nounpevnu npecek (0).

Touak ce HaJIa3U HA OCTOJBY KOj€ je HATHYTO Y OIHOCY HA XOPHU3OHTAJY, U OKO KOjer
MOke Jia porupa. llomeben je ma KOMOpe O KOjuX CBaKa MMa Pymy Ha AHy. Boga ce y
BUX YIUBA KPO3 TEBOBOJ, 3ATHM UCTHUYE KPO3 PYIIE ¥ PEe3EPBOAP, OJAKIIE Ce MyMIa HA3a,T
y meBoBos. I1IpoTOK BOJEe OXpIKaBa Ce KOHCTAHTHWM, & JBa mapamMerpa Koja je moryhe
MemATH ¢y HArub mocTo/ba (OTHOCHO eeKTHBHO TPABUTAIMOHO yOp3amke) W 3aTerHyTOCT

3



4 2. XaoTuYHU BOAECHUYHH TOUYAK

KOYHUTIE (OMHOCHO KOJMYHMHA TPEHha). TOYaK je MPUKJ/bYIEeH HA CEH30D KOjU MEPH HETOBY
yraony 6p3uny w (t).

Ciunka 2.2: ®usnyku MOoJe] TOYKA.

Ha caumm 2.3 mar je rpadpuk ountaBama CEH30pa, 38 XAaOTUIHU PEXKUM POTAIIH]e.

) ) |
i g

Cumka 2.3: 3aBUCHOCT yraoHe Op3WHe O BpEMEHA Yy XaOTUIHOM DEKUMY.
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2.2 JemnaumHe KpeTama

Bemuuune nomohy kojux hemo onmcuBaTu Kperame TOUKA CY:

0 - yrao y omgHOCY Ha TIOCTOJHE, MEPEH Y TOSUTUBHOM CMEPY OJ IPABIA Ka UCTOKY Ha
canmm 2.1a

T - TOJIYIIPEYHUK TOYKA

K - 6p3una ucTUIama M0 jeIMHUIN MACe

V - KOe(DHUIUjEeHT OTIOPa IIPH POTAIM]H TOUKA,

I - yKynnaH MOMEHT WHEpPIUje TOUKa U BOJE

Q (0) - norok (6p3uHA KOJOM €€ BOJIA JOJIMBA Y KOMOPY €a KOOPIUHATOM 0)
w (t) - yraona 6p3uHa TOYKA (MO3UTHBHA y CMEPY y KOMe pacre 0)

m (0,t) - pacmomena Mace BOJie TIO TOUKY, JedbHHHCAHA TAKO Ja je yKyIlHa Maca
mmely 61 u 0o nara ca M (t) = 9912 m (0,t) d

Bagarak cienehux ceknumja 6uhie onmucusame dyukmuja w (t) u m (0,t).

2.2.1 3akoH oap>kKama Mace

3a moueTak MOCMATPAMO CEKTOP TOYKa of 01 o 0o y dburcupanom TpeHyTtky t. 3a
KpaTKu BPEMEHCKHU mepuoj, At Maca ceKTopa Mema ce Ha ciejehu nauun:

1. maca 9012 Q (0) dOAL ce nommje y cexTop,

2. Maca f;)f Km (0,t) d0At ce ognuje m3 cekTopa Kpo3 pyle Ha KomMopama (OBJe je
IPETIOCTAB/HEHO J1a je Op3uHa MCTUIAmA CPA3MEDPHA MACH BOJE y KOMOPH; OBAKBY
3aBUCHOCT je MOrylie OCTBAPUTU €KCIIEPUMEHTAJIHO),

3. ycaen poramumje Touka Maca m (01,t) w (t) At yhe, a maca m (62,t) w (t) At uzabe u3s
CEKTOpA.

Onasne mMaMo:

AM = [7(Q — Km (0.6 8+ m (1. 1) w (£) At — m (s, )0 (£) At (2.1)
01

Kopumthewem m (02,t) — m (01,t) = f:f %—?d@, HAKOH Jle/bema jeqnauante (2.1) ca At,
y3 At — 0, mobujamo:

dM 02 om
- = —Km —w— ) db.
i A (Q m w(%)d@



6 2. XaoTuYHU BOAECHUYHH TOUYAK

Uz M (t) = 9912 m (0,t) df coemm DL = f(ff 9m 4p, mro naje:

%2 om 02 om
—df = —Km—w—r-o )
A 8td9 /91 (Q m w(%)de

C 003upoM Ja 0BO BaxKu 3a CBaKo 01 u Oy, mopa:

om om

Jennaunna (2.2) je jednauuna Konmunyumema.

2.2.2 JIpyru HbyTHOB 3aKOH 3a poTalujy TOYKa

Cmte k0je yTudy Ha POTAIK]y TOYKA Cy CHJIA TEXKE, TPEHme U CUJIa KOja HACTAje YCJIeT
unepmumje gocyre Boje (6psuna joj ce mosehasa om0 10 w). Moxke ce ysern ga ¢y MomenTn
MOCTIEIHE JIBE CUJIE OKO TIEHTPA TOYKA CPA3ZMEPHM €A W, €4 YKYIHUM KOeQUIIHJEHTOM V.
3a MOMEHT cmJiie Texe OKO TMEeHTPa TOUYKa dy, genwha Boje yraoHe mmpute df BaKu:

dp = dMgrsing = m (6,t) dfgrsin,

rjie je g eeKTUBHO TPaBUTAIMOHO yOp3ame, jjakie g = gosina (go je cTaHAapaHO TPaBU-
TAIMOHO yOp3ame, a o yrao u3Melly paBHM TOYKA ¥ PABHH CTOJIA).
MowmenT wHepIirje TOYKa 3aBUCH OJ yKymnHe mace Boge M wa caenehwm mavum:

1= ITqua + MT2)

a KaKO Maca 3aBUCH O/ BpEMEHa, NCTO BaXKU U 33 MOMeHT uHepruje. MehyTum, u3 penarmje
dM __ 27 . o 27

G = J, Qdf — KM moxe ce nokazatm Ja limy oo M (t) = ( 0 Qd9> /K, Tako na
hemo BpemHOCT MOMEHTa WHepIje cMaTpaTu KoHcTaHToM. (Cajia MOXKeMO Jia 3aIulieMo
jeHAUWHY KpeTama TOIKA!

2
Iw = Vergr/ m (0,t)sin 6 db. (2.3)
0
Jennaqune (2.2) u (2.3) y mornynocru onpelyjy esonynujy cucrema.

2.2.3 AwmMnauTtyjaHe jeHAYUWHE

Nako pemasame jenpadnna (2.2) u (2.3) Ha OIPBU TOTJIE] JIejIyje KOMIUIMKOBAHO, TPH-
venom DPypujeoBe aHajgm3e OHO Ce 3HATHO MOjeTHOCTaB/bYje. Hanme, ako mpumeTnmo 73 je
dbyukmmja m (6,t) nepuoguana mo 6 ca mepuoAOM 27, MOKEMO JI3, je HAIUIIEMO y OOJIUKY
Oypujeosor peja:

o0

m(0,t) = Z [ar, (t) sin nb + by, (t) cos nb)] .
n=0
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Comuno, dyukimja ) (6) je nepuojuana ca nepuogom 27 u 360r CUMeTPHje CHCTEMA TTapHAa,
TE ce MOXKEe 3AIUCATH KAO:

Q)= Z n, cos nb.
n=0

Bamenunhemo oBe HOBe obsuke m u Q) y jeaHaunny (2.2):

% Z [an (t) sin nd + b, (t) cos ne}] = Z Gn cos no
n=0

n=0

00

n=0

- K Z [an, (t) sin nO + by, (t) cos nb] — w2 [Z [an (t) sin nO + by, (t) cos nb]| .
n=0

Hakon audepenmupama cymMa n u3jeHavaBama KOeUIMjeHATa Y3 XapMOHUKE sin nf
u cosnb, mobujamo:

ay, = nwb, — Kay,, (2.4)
by = —nway — Kby, + Gns (2.5)
zaceen = 0,1,... Ocraje jour camo j1a pazBoj Mmace y Pypujeos pes 3aMEHUMO V jeTHAUUHY

(2.3):
2w X
T =—vw+ gr/ Z [an, (t) sin nO + by, (t) cos nb]sin 6 db
0 n=0
2T
:—Vw—i—gr/ a1 sin” 6 db
0
= —vw -+ graim. (2.6)

Kako y jemnaunnu (2.6) durypuire jeIuHo a1, 3aKbyIyjeMo Ja OHa U jegnaquwnne (2.4)
u (2.5) 3a n = 1 dbopMupajy 3aTBOPEHU CUCTEM:
Cil = wbl — Ka1
61 =—wa; — Kby +q1 (27)

Iw =—vw+ gram.

Osume cy jennaunne (2.2) u (2.3) cBejeHe Ha jeHOCTABHUJU TPOIMMEH3NOHATHN CH-
crem (2.7).
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2.3 CrammoHapHa pellema

Cama xesmmMo ma oapenuMo aj, b] 1 w* 3a koje je d; = by = w = 0.
Pemasamem cucrema jejHaunHa:

O:wbl—Kal
0=—-wa — Kb +q
0=—-vw+ graim

gobujamo cienehe pesysrare:

L. (af,b},w*) = (0,q1/K,0): 0BO pememe oAroBapa CUTYalMju y KOjOj TOYaK MUpyje, a
JOTOK je M3jeJHAYEH Ca UCTUIAeM; KacHrje he OuTH pasMaTpaHa CTAaOHIHOCT OBOT
perremna.

2. b} = f—g’;, w* = 4,4 /% - K2 af = %: OBO pelIeme OJroBapa CATYAIHjH Y KO-
JOj ce To4Yak BPTU KOHCTAHTHOM yIAaOHOM OP3MHOM, y j€JIHOM WJIM y JIPYI'OM CMEpY.
IIpumeTrMoO Jia pememse mocToju camo 3a wgrq) /K2y > 1. Uspas Ha feBoj cTpann
HejeiHaKOCTH HOocu uMe PejamujeB O6poj v 1mojaBibyje ce U y APYyTMM TpaHAMA JiH-
namvuke QJIyuIa; OH TOBOPHM KAaKaB j€ OIHOC YTHUIAja CHJIa KOje IMOCIeITyjy KpeTame
TOYKa (WIAHOBM ¢ W 1), ¥ CWIa Koje ra npurymyjy (unanosu K u v). Ono mro
je 3TOMHO je TO Jia ce HeroBa BPETHOCT JAKO MOXKE eKCIEePUMEHTATHO BAPWPATH,
IpOMEHOM Haruba mocTo/ba WK 3ATErHyTOCTH KOYHHUIIE.

Cana je nmsb mahu m ocrana pemema cucrema (2.7). Moxe ce nokasarm aa je Taj
cucTeM crenmjasan ciydaj Jlopennosux jemmaumna (1.1), u 1o Tako ma dysrnmja w(t)
onrosapa JlopertoBoj mpomMenspuBoj x. M3 Tor pazmora hemo ce y HacTaBKy (GOKycHpaTu
Ha, pernaBame JIOPeHIoBUX jeHaTNHA, KA0 OHITHjer mpobiiema.
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OcHoBHa cBojcTBa JlopeHIIoBUX
jeaHadYnmHAa

3anuimmuMo MOHOBO JIOpeHTOBe jetHaunHe:

& =0(y—x)
) =TT — Y — T2 (3.1)

z=uxy — bz,

rae cy o,r,b > 0 napamerpu.

Jennauune onpelhyjy 6p3uny cBake Taduke y dhazHoOM HTpocTopy v MYHKIUJU OJI BbeHUX
KOOPJIMHATA, IIITO 3HAYH JIa OHE INPEJCTABIbajy BEKTOPCKO mosbe X = f (x). Ako mocma-
TpaMo Tadky ca moderHuM KoopamHartama x(0),y(0),z(0), 3HaMO 1A je HA OCHOBY jeHA-
quHa whena nosunmja r(t), y(t), z(t) y ceakom rpenyrky onpehena. Meljyrum, rpajekropujy
TauKe je 300T HeJMHEeAPHOCTH CUCTeMa HeMOTyhe aHATUTHYIKY M3PAdyHATH, TAKO 13 hemo
y HACTABKY JIEMOHCTPUPATH JIPYravuuju upucryl kojum je JIopeHIr ucuurusao oBaj cucrem.

TIpumeTrmo TIPBO J1a Cy jeaHAYNHE MHBAPUjAHTHE Y OJHOCY Ha TpaHchopMaimjy Koop-
muaaTa (z,y,z) = (—z,—y,z). To sHaum ga ako je (z(t),y(t), z(t)) permeme, HCTO BAXKKU U
3a (—x(t), —y(t), 2(t)). OmaBue caeau ja cBa periema WIM UMAjy CUMETPUIHOT Hapa WJIn
Cy CaMa CAMETPUYHA Y OJHOCY Ha Z-0CY.

Jlame, anammsupajyhin mosbe X = f (X) MOKEMO 3aK/bYIUTH /13 j& CHCTEM JUCUNAMUESHH,
OJTHOCHO JI3, Ce 3aIIPEMUHA, CBAKOT CKYIIa TMOYETHUX YCI0BA ¥ (DAZHOM TMPOCTOPY BPEMEHOM
cvamyje. Ilormenajmo mrra ce fermaBa y OMIITEM CIyUajy: HEKa je JaTO BEKTOPCKO MOJhE
x = f (x) u moueTHa 3anpemuna V) CKyIa MOYETHAX YCJIOBA IUjy HeMO eBOJIYTIH]y TPATUTH.
HososbHO je sa ce dokycmpamMoO HA TPAHWYHY MOBPIIMHY OBOI' CKYyIIa, IOIITO CE MOXKE
MOKA3aTH JIa TadKe OrpaHUYeHe HOMe HUKAJ He m3Jja3e u3 mbe (ako He 6u OGmIIo Tako, Jpe
Tpajekropuje Ou ce y HEKOM TPEHYTKY IIPECEKJIE, & 3HAMO Jia je TO Hemoryhe).
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3a GecKOHAYHO MaJlM BpPEeMeHCKH Tepuoj dt mocmarpamo moeprmuny dA. ITlpomena
sanpemune Gulie (cimka 3.1):

dV = (f -n)dtdA,

ma ako mpoheMo To TIeJI0j MOBPIUHNA U TOJAEIUMO ca dt mobujamo:

V:/(f-n)dA.
S

fondr {

S(7)

Cuimmka 3.1: Cxemarcku mpukas3 IpPOMEHE 3ampeMuHe 3a Bpeme dt.

Ha kpajy, mocae mpumMene Teopeme O JUBEPrEHINU HA IPETXOIHY jeIHAUNHY, IMAMO:
V= / (V-f)av.
v
Axo cazma 3a f 3amennmo jennaumne (3.1):
. 0 0 0
V:/((%(a(y—x))—l—ay(m—y—xz)—{—az(xy—bZ)> av
v

:_/(g+b+1)dV:—(o+b+1)V
v

Omarze je V (t) = Ve @HHDE na xako je o +b+1 > 0, cremn limy o0 V (£) = 0. To
3HaYd A3 he ce cBaka 3alpeMuHa y (pa3HOM MPOCTOPY CMABUBATH €KCIIOHEHIIN]AIHO Op30,
OJIHOCHO J1a e CBU CKYIIOBM MOYETHUX YCJIOBA TEKWTH HYJITO] 3AIPEMUHHU.

OBa uumenuna Beh cama mo cebu uckmpyuayje moryhHocT mocrojama oabojuux (HUKC-
HUX Ta9aka W OADOJHUX 3aTBOPEHMX OpOmTa (32 HUX CBE TadKe W3 MaJjie 00JIacTh KOja uxX
OKpyXKyje 6uBajy ombujene u3 te obmacru). Kaja 6u oHe mocrojase, Maia obsact 06JIAKa
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JIOTITE€ OTHOCHO IUJIWHIAPA OKO (PUKCHE TadKe OJHOCHO opbmre OW ce 3a HEKW MaJH Te-
puon noeehasia, IIITo fAaje KOHTpaaukimjy. Takobe je nckbydena u moryhHoct mocrojama
KBA3WIEPHUOMYHUX IyTaka, jep Ou OHe MOpaJie J1a JIeKe Ha, WHBAPHjaHTHOM TOpPyCy (umja
ce 3alpeMUHA He Meha BPEMEHOM), Ta OM 3aIpeMUHA OMPAHUYCHA HUME OCTAjasia KOH-
CTAHTHA.

Cneneha crBap Kojy heMmo 1moka3aTu je Jia cBe TpajeKTOpHU]je TOCJIEe JOBOJHHO JIyTO Bpe-
vena yhy y oapeheny obsiact u ocrany y moj 3aysek. llocmarpajmo dyHkimjy:

V(x,y,z) :rx2+ay2+a(z—2r)2,

" IheH U3BO/J 11O BPEMECHY'!

V(x,y,2) =2red + 20yy + 20 (2 — 2r) 2
=2rzo (y —x) + 20y (re —y — xz) + 20 (z — 2r) (xy — bz2)
= —20 (7‘1:2 + 9% + b2? — 2rbz) .

Omasze je V (z,y,2) < 0 kama ra® + y> + b(z — r)? > br?. To 3maum ma he ce mo Tpa-
jexropujama cse nok Baxu 122 + y2 4+ b(z — )2 > br? BpegEocT V BPEMEHOM CMAMWUBATH,
mTO ToBJIa4d fAa hie cBe one y jeaHoMm TpenyTKy yhu y obnact 1z’ +oy? +o (2 — 27")2 <,
rae je C m3abpano Tako ma emuncous rz? + y2 + b(z —r)? = br? y moTmyHoCTH mpHIALa
obsmactu. TpajekTopuje koje yhy 3ayBek ocrajy y obacTu, dumMe je mOKa3aHO 13 Cy Pelenha,
(3.1) mocJste HEKOT BpeMeHA HOMe OTPaHWIEHa.

3.1 ®PukcHe TauKe

Pemasamem & = y = 2 = 0, nobujamo cnenehe dukcne Taure cucrema (3.1):
1. (z*,y*,2") =(0,0,0), 32 cBe BpeHOCTH HapaMeTapa,
2. ¥ =y*==+/b(r—1), 2 =r—1,3ar > 1 (Jlopenn ux je nazmpao C* u C7).

KopunihemeMm TexHuke JuHeapusaiyje KOja OKOJMHY (DUKCHUX TAUAKa ANPOKCHMHUPA
JWHEAPHUM CUCTEMOM, MOKYmaheMo 13 NCIUTAMO TOHAIIAHE TPAJeKTOPH]a V IbUXOBO] OJn-
sunu. [locmarpahemo caenehu onmTy TPOIUMEH3UOHATHU CIIYUaj:

= f(2,y,2)
v=g(z,9,2)
i=h(z,y,z)

ca KeJbOM JIa I'a AMPOKCHMUPAMO y OKOJIMHY (DUKCHE Tauke (z*,y*, 2*).
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YBohewmem cvmene u = x — ¥, v =y — y*, w = z — 2¥, IPOMEHJBUBE U, VU U W TOCTA]Y
KOOpIMHATE ¥ OJHOCY Ha (uUKCHY Tadky. U3 TejopoBor paspoja nMaMo:

U=

T
f

=f(z"+u,y" +v,2"+w)
f af =~ of of

(z*,y",2") + u==— 4+ v== + W—= + YIAHOBM BUIIET CTEIIEHA

Ox Jy 0z
of , of Of

= U= + V= + W—=— + WIAHOBU BUIIEI CTEIECHA,

ox Ay 0z

¥ cauvHo 33 U u w. Cajia cucreM MOXKEMO JI1a 3amuiineMo y obJIiuKy:

. of of of
N_ (& oz %) ("
} — | 99 99 g9
r('} = g% g gz v ~+ WJIaHOBH BUIIET CTeIIeHa,
w a oy o0:) W
rje ce MaTpuIa
of 9of of
dr 0Oy 0z
J— |2 9 0
ox 0O 0z
Oh 0 oh

dx Oy 0z/ (a*yrz)

3oee JakobujeBa marTpuriia.
HcrocTaniba ce 7 ce YIaHOBH BUIIET Pe/Ia He MOTY 3aHEMAPHTH je/IMHO Kaja 72 = 4A,

wm A =0, uwm7=0uA >0 (A je gerepmunanTa, a 7 Tpar marpurne J). Y ocTaaum
ciyuajeBuma 1o0mjaMo CUCTEM:

of of of
Y gr o gv %z ("
)l — | 29 99 Og

P R T
w ar oy 0z) \W

Koju 3a jepnauune (3.1) nocraje:

U —0 o 0 U
v|l=|r—2z -1 —z* v (3.2)
w y* ¥  —=b w

3.1.1 CrabusHOoCT (pUKCHE Tayke Y KOOPAMHATHOM MOYETKY

Ako y (3.2) samennmo (z*,y*, 2*) = (0,0,0), nobujamo:

ol=|r -1 0 v (3.3)
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Oymax youaBamo Jia 3a w Baxu = —bw, onakie je w(t) = w(0) e . Cama ce (3.3)
CBOJIM HA:

(6) =07 2)C) o

OBo hemo pelnaBaTu y OIIITEM CJIy4ajy, JIAKJIeE:
x = Ax. (3.5)

[Morpaxkumo perieme obsmka X () = eMv, rae je v # 0 duKCEpaHn BEKTOp KOju Tpeba

onpemuTn. 3aMeHoM y jennaunny (3.5) mobujamo AeMv = AeMv, onmocHo makon ckpalin-

Bamba TO3UTUBHOT (pakTOpa e :

v = Av.

To 3naun 13 je v CBOjCTBEHH BEKTOD MaTpuile A, Koju 0AroBapa CBOJCTBEHO] BPEIHOCTH
A. Kaxko je A marpura 2 X 2, obuuno hie mMaTu ABe PA3IMIUTE CBOjCTBEHE BPEIHOCTH,
y KoM ciaydajy he omroapajyhm cBojcTBenm BeKTOpH OMUTH JUHEAPHO He3aBUCHU. Taja
CBaKM IMOYETHU YCJIOB MOXKe OuTm HanmcaH y oOJMKy Xg = C1Vi + CaVa, 14 MOXKEMO Jia
3alUIIeMO OIIITe pemierbe (3.5):

A A

x(t) = creMtvy + coe’?va, (3.6)

OBo pereme 3a70B0/baBa jepnaunny (3.5), Ka0 W moveTHE YCJIOBE, 114 je 10 TEOPEMHU O
er3UCTEHIIA]H U JeJUHCTBEHOCTHU U jeTUHO PeEIemeE.

Cana ce spahiamo na cucrem (3.4) u 3a marpuiy A paduyHaAMO JETEPMUHAHTY W TDPAr:
A=0c(l—r), 7=—0—1< 0. CBojcTBeHEe BPeAHOCTH MOTY Ce padyHATH 1O (HopMyIn
A2 = %(T:EM), rae je 72 — 4A = (0 —1)? +4or > 0. Y saBucmocTH Of
napamerpa r:

L.r<l: A>0,ma A <0, Ao <0,
2.r>1: A<0,ma A >0, Ay <0,

3. r=1: A =0, ma He cMEMO 3aHEMAPUTH YIAHOBE BUIIET PEJa MPUIAKOM JIHHEADHU-
zarmje.

3HaK CBOjCTBEHE BpesHOCTU ojipelyje monaimame TpajeKTopuja y OJIM3MHM KOODJIH-
HATHOT TIOYeTKA, U TO N0 jeaaaunan (3.6).

Y mpBOM Cily4ajy TpajeKTopuje 1o 00a CONCTBEHA BEKTOPA KCIIOHEHIIW)AJHO TEXKE KO-
OPJIMHATHOM TIOYETKY, & C 003MPOM J[a Ce WCTO JENMaBa M MO W OTHOCHO 2-OCH, KaXKEeMO
J1a je y OBOM Ciay4jy (bMKCHA TadKa y KOODJAWHATHOM HOYETKY JIOKAJIHO crabuiHa (mpu-
Baauna). To 3uaun ja fie joj ce cBe TpajekTopuje Koje KPpeHy JOBOJBHO BJIM3y HOj BPEMEHOM
PUOJIMKABATH.

Y apyroM ciaydajy TpajeKTopHuje Cy MO jeTHOM MpaBIly OJ0OWjeHe, a MO JAPYTroM IIpH-
BydYeHE, IITO 3aje/IHO CA MPUBJIAYHUM Z-TIPABIEM Jaje JIBA TPUBJIATHA W jeJaH Ox00jHU
mpasar. ¥ OBOM CJIy4ajy (DUKCHY TaYKy y KOOPJAMHATHOM TOYETKY HA3MBAMO CEAJIOM.
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Y Tpehem cayuajy, 3a BpemuocT 7 = 1 pukCcHA TAYKA ¥ KOOPAUHATHOM MOYIETKY IIpe-
Jiazu U3 cTabusiaHOr YBOpa y cejio. OBakBe KBAJIUTATHBHE IIPOMEHE JUHAMHUKE CUCTEMA,
NPWINKOM Memhakha MapaMerapa Has3uBajy ce Ompypkaiuje, a BPEJIHOCTH MapaMerapa
3a KOje ce JellaBajy HasuBajy ce omdypkanmoHe tadke. budypkamnmja Koja ce oBie
JeIaBa, je HATKPUTUYHA BUJIACTa OumpypKamnuja, u KapakKTePUCTHIHA, j& [0 TOME IITO
jenna crabuina dbukcHa Tadka (Y OBOM CJIydajy OHA Yy KOODJAMHATHOM HOYETKY) rybu cra-
OuaHOCT, W y Hponecy crBapa HOoBu nap crabusinux bukcaux Tadaka (Bugehemo ja cy y
osoMm caydajy To CT u C7).

Cajsa xeauMoO J1a HA CJIWYAH HAYUH HA KOJU CMO TIOKA3aJHU Jia CBE TpajekTopuje Om-
Bajy 3apobibene y ompehenoj obaactu (pa3zHOr TPOCTOPA MOKAKEMO 11a je y ciaydajy r < 1
KOODJIMHATHH MoYeTak riobasno crabmian. [locmarpamo crenehy dbyurnujy (dynkmje
moMoNy KOjuX Ha, 0BAj HAUWH JIOKA3yjeMO CTa0MIHOCT HA3uBajy ce JbanyHoB/beBe (PYyHK-

uuje):
1
V(z,y,2) = ;xQ + 9% + 22

Iben u3Boj Mo BpeMeny je:

1
V(x,y,z) =2—xt + 2yy + 22Z
o

1
=2—zxo(y—x)+2y(re —y —xz) + 2z (xy — bz)
o

2 2
r+1 r+1 9 9
= -2 — 1-— —-b .
) e (- (5 )
Unan y3 y? je mosutusan 3a r < 1, ma ciema ma je V (z,y,2) =0 camo xaz (2,7, 2) =
(0,0,0). Y ocramum caydajeBuma je V (z,y,z) < 0, mrro 3HAYA Ja ce TPAjeKTOpPHUje CIIy-
mrrajy Ha HreKe Bpeauoctu ¢dyukimje V. Kako cy nospiu ua kojum je V = const. esurco-

AU ca TEHTPOM Y KOOPJAUHATHOM MOYETKY, 3aKJbyIyjEMO JIa CE CBE TPajeKTOPHje CIyIITajy
Ka KOOpamHATHOM ToueTKy. To 3Haum na je dpukcHA Tauka y memy 3a r < 1 raobaaHo

cTabuiHa.

3.1.2 Crabuanoct dpukcanx tavaka C™ u C~

[Tpernocrasumo cafa ma je r > 1, Tako ma ¢gpukcae Tauke CT u C~ mocroje. Kapaxre-
PUCTHYHA je HAYNHA CBOjCTBEHUX BPEJHOCTU JakoOujeBe MATpUIIE 33 HUXOBE KOODJIUHATE

Je:
N4 (o +b+1)AN+ (r+0)bA+2bo (r—1) = 0.

Ao TOTpaXkUMO YMCTO WMATHHAPHA peliema 00auKa A = iw, w € R, HamazuMo 1a map
TaKBHX PENIEma IMTOCTOJA 33,

r=rg=o otb+3
- c—b—1)"
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u To camo ako o > b+ 1. Mcnocrasma ce ga cy tauke CT m O~ crabumme Kaga r < gy
n o >b+ 1, jep cy Taa peasHu JEJIOBU CBE TPU CBOJCTBEHE BPEIHOCTH HEraTHBHH. AKO
OCTaHEMO y 0BOj 06JIacTH ajm r IpUOIMAKUMO 7'y, oKo cBake o CT m O~ Hamasmmo 1o
jelaH TPAHUYIHMA MHKJIYC KOJU je IO JeHJIOM IpaBIy CTaOWIaH, a IO jJeJHOM HeCTAOWJIAH.
V muTamy Cy TaKO3BaHM CE€AJIACTH IMKJIYCH, Koju ce 3a r = ry nokJone ca CT u C~.
Oj Tor TpeHyTka, 3a r > rp, OBe jBe (PUKCHE TadKe IOCTAJy HECTAOUJIHE U IIpeJia3e y
ceqpia. To 3maum ja ponasm j1o OGudypkanuje 3a 7 = ry, a 0Baj KOHKPETHH THUIl (KaJa
ce HeCTaOWJIHY TUKJIYC CIIyCTH HA CTabuiIHy (PUKCHY TAYKY W IIPETBOPH j€ y HECTAOUJIHY )
HA3WBAMO MOTKPUTHUIHOM XoI1doBoM budypKammjom.

3.2 Ilapamerapckm mpocTOp

Kao oITo BUAVMMO, MOHAMMIAKEe HEKOT JUHAMWYKOT CUCTEMA Yy BeJII/IKOj MepHu 3aBUCHU O
rmapaMerapa. 3aTo je y HheroBOM UCIUTHUBAKY YBEK MHTEPECAHTHO UCTPAKMUBATH HapaMe-
TAPCKH MPOCTOP, OJHOCHO NPATUTH KAKO CE JUHAMUKA MEHA Y Pa3inauTuM 0bjacTuma
OBOT IIPOCTOPA.

Kako 6u Bapupame cBa Tpu mapameTpa JIOpPEHIOBOT CHUCTEMA 3aXTEBAJIO TPWIUIHO
ONIIIMPHY aHAJIU3Y, MU heMo y HaimeM pa3Marpamny (pukcuparu o u b, a memaTu r. Jlako
ce BIIW 13 OBaj MapaMeTap y CJIydajy BOICHHYIHOT TOUYKA UMa BpeaHocT PejamjeBor 6poja,
KOj¥ Cce, Ka0 MITO CMO BHUIEJU, MOXKE eKCIIEPUMEHTAJIHO TTO/IeTTaBATH.

Ilo y3opy ma Jlopenna, mocrapuhemo o = 10 u b = %. Ha caunm 3.2 je ckunmpanHOo
TOHATIIATHE CUCTEMA 38 pa3iamanTe BpeaaocTu r. OBakas mpuKa3s 30Be ce OucypKanmoHu

aujarpam.

HecTa0HIHH
rPAHHYIHH T e e L
MHKJITYC T -

24,74=r,

| | craduane ¢purcHe Tauke C . C 1
|

| } |
cTa0u/1Ha QUKCHA I TpaH3HjeHTHH Xa0C i CTPAHH ATPAKTOP
Tauka y (0, 0, 0) | |

Cuinka 3.2: Budypkanuonu nujarpam cucrema.
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3a 0 < r < 1 cMo moKa3aJid J1a MOCTOju caMo jerHa (DUKCHA, TadKa, KOja Ce HAJNA3W Y
KOODIMHATHOM IIOYETKY M KOja je robajno crabwiana. Ha r = 1 ce memaBa HATKPpUTUYIHA,
Busiacta budypkamnumja, Tako ma 3a r > 1 oBa TaduKa MOCTaje HECTAOWIIHO Cemjio. Y HCTO
BpeMe HacTajy u jBe Hose crabuwine dukcae tauke: CT u C~ (ma counm 3.2 je mpej-
craBbena camo jegna). Ose tauke rybe crabuminoct 3a r = ry = 24,74 noTKpuTHIHOM
Xomdosom budypranujom u amcopbyjyhu HecTabuiiHe rpaHrTHe UKJIYCE HOCTAjy CeJIa.
Ako cajia MOYHEMO /13 CMAbYjeMO 7, yOUaBaMoO Ja Ce MOMEHYTA JIBa TPAHUYTHA ITUKIYCA
ynamasajy og CT u C~, cee g0 Tauke r = 13,926 y kojoj ce crajajy ca pUKCHOM TaaKOM
Yy KOOPIHUHATHOM m0o4YeTKy. OBH IUKJIyCH He mocToje 3a r < 13,926, mTo 3HaYM 1a OHU
ractajy y r = 13,926 xaxo mosehasamo r. OBe je y muTamy TAKO3BAHA XOMOKJINHUYIKA
6udypkanuja, gnja je aHAJIN3a H3Y3€THO KOMILIEKCHA; OHO IIITO je HaMa HajOHTHH]E je
Ja OBOM IPUJIMKOM OCHM B3 HECTAOWJIHA THMKJIYCa HACTAje W CJIOXKEHA CTPYKTYpa Koja
CUCTEM UMHH OCETJbUBUM HA IOYETHE YCJIOBE.

3axBaspyjyhu 0BOj cTpyKTYpH, 33 7 > 13,926 npBH IIyT BUIUMO 3HAKOBE XAOTHUIHOT II0-
HAIlakha y BUAY TPAH3UjEHTHOr Xaoca. 1pajeKTopHrje MOry A3 MpPOBEIY JOCTa BPpEeMEHa,
Ha [MOMEHYTOj CTPYKTYPH BUjyrajyin XaoTHYHO, ajii HA KPajy YBEK 3aBpIle HA ITyTambama
Ka crabuanum Taakama C wim C~. Ha counu 3.3 je 1aT mpukas jeamne Takse TpajeKTopuje
y daszHom upocropy 3a r = 20, a Ha caunpm 3.4 3aBucuoct x(t) 3a ucry.

Cauka 3.3: TpajexkTopuja Koja UCIO/baBa TPAH3U]EHTHN XaOC.
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I5¢

20

(98}

Cuinka 3.4: 3aBUCHOCT & KOODJIMHATE O BDEMEHA, V¥ PEXKUMY TPAH3WjEHTHOT Xa0Ca.

Kako ce r ynasmasa o 13,926, BpeMe MpOBEJIEHO Yy XaOTUIHOM pexuMy mnocraje Behe
u Behe, cBe 110 Kputuune spegnoctu r = 24,06 Ha KOjOj CTPYKTYypa O KOjOj CMO TOBOPUIIN
mocTaje CTpaHm arpakTop. AKo xaoc JiepWHUIEMO Kao JYTOPOYHO ANEPUOJUMIHO MO-
HAIAKkE y AETEPMUHUCTHIKOM CHCTEMY KOje MOKa3yje BeJUKY OCET/HBUBOCT HA, IPOMEHY
MOYETHUX yCJIOBA, BUAMMO JIa Ce OH y MPABOM CMHCJY jaB/ba TEK CaJa (TPAH3M]EHTHH Xa0C
MMOKa3yj€e OCET/HUBOCT HA MPOMEHY MOYETHHX YCJIOBA jep OHA JIAKO MOXKE YTHUIATHA HA TO
na mm he ce Tpajekropuja ciycturn Ha O mmm C™; on MelhyTuM HEje ZyTOPOTHO amepHo-
Jqudan). VIHTepecaHTHO je IITo ¢aJia 3a BPeJIHOCTH J10 T = 24,74 joIr yBeK MOCTOje U CTPAHU
arpakTop u crabunne ¢ukcae Tauke CT u C~.

3a r majo Behe on ry He mocToje Hu crabuine (bUKCHE TAUKe, HU CTAOWIHM MUKIYCH
(JTopenm, Huje GO ANMCOYTHO CUTYpPaH 33 OBO JPYrO, aJU j€ UMao jaKe apryMeHTe KOje
hemo nomenyTu kacuuje). Ocum Tora, TpajeKTOpUje HE MOTY Ja Oy y GECKOHAYHOCT jep
CMO TIOKA3aJIM JIa, Cy CBE TOCJe JOBOJFHO BPEMEHA OTPAHWTEHe OpeeHnM eJIMICONIOM,
IITO 3HAYH JIa, O0CTajy 3apobsbere y crpanoM arpakTopy. O oBoMm pexumy hemo roBoputu
Buile y cijejiehem norsassby.

3a Bemmke BpegHocTH 1 (1 > 313) HyMepruke cHMyJalmje yKa3yjy Ha TO JIa CHCTEM
uma, 1j106aHO cTabuinu rpanuann nukayc (cauka 3.5). C apyre crpane, 3a BpeaHOCTH
n3mely 24,72 w 313 curyaruja je MHOTO KOMILJIMKOBAHHU]A, jep C€ XAOTUIHO W MEPUOIATHO
TIOHAIAKE CMEBY]Y 33 pa3juduTre BpeaHoCcTH mapaMerpa. Heke on Behux mepmomwaHmx
obusractu cy 99,524 < r < 100,795 (camka 3.6) m 145 < r < 166.
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Cuuka 3.5: 3asucuocr z(x) 3a r = 350.

Cuuka 3.6: Ilepuommuna tpajekropuja 3a 7 = 100.



4

CrpaHu aTpakTop

DukcrpajMo caga mapamMerpe Ha BpeaHocTu Koje je Jlopent kopuctuo: o = 10, b = %,
r = 28. OBa BpeJHOCT T 0JI'OBAPA XA0TUYHOM PEXKUMY, TAKO JIa NeMO by KOPUCTHTH 33
aHAJM3Upame CTpaHor arpakropa. [locmarpajmMo TpajekTopujy Tadke Ca MOYETHUM yCJIO-
suma (10,10, 10): couka 4.1 npeacrasmba 3aBucHocT (1), ciauka 4.2 JBOMMEH3UOHAHE
npojeknuje rpajekropuje, a ciauka 4.3 usries rpajekropuje y pa3HOM 1poOCTOpYy.

15F
10F
5k
! g ! g
Wo 55 60
—15F \/\/\/W

Cummka 4.1: 3aBucHoct 2(t) y XAOTUIHOM PEKUMY.

N

|
—_
<

(a) Basucuocr y(z). (6) 3asucuocr z(z). (1) Basucuocr z(y).

Cawnka 4.2: IIpojekimje TpajeKTopHje Ha pAaBHA HOPMAJHE HA KOOPJIHMHATHE OCE.

19
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10 [

—10

"_10

X 10 =20

Cuauka 4.3: Tpajekropuja y (pa3sHOM MIPOCTOPY Y XAOTHIHOM PEXKUMY.

Ca cauke 4.1 BujimMoO Ja je KpeTamhe alepPUOJAYHO: HEPETYJIAPHO Ocluiyje y Gecko-
wagHoct. Coamuny crBap npumehyjemo ako riegaMo sHak GyHKIOMjE T - MEHA, Ce HEpery-
JIAPHO U HETIPEIBUINBO.

Kagma ce Tpajekropuja Harpra y dasHom mpocropy (ciavka 4.3) 9uHE ce J1a JIeXRH
Ha CKyIly KOju mo obsmky nozcelia ma sentupoBa kKpusa (ciauka 4.26),  KOju HA3UBAMO
crpaHuM aTpakTopoM. OBaj TPAHUYHHU CKYI KMa HYJITY 3alPEMUHY (IIOKA3aHO Y MOTJIABIBY
3) u BeOMa, KOMILIMKOBAaHY T€OMETPUJCKY CTPYKTYDPY, KOja jé IpeCTaB/bena Ha caunu 4.4.

Wako marnema na ce ape mospimu Ha cimiym 4.4 cnajajy y jegHy, 3HaAMO /13 HEje TaKo
jep TpajekTopuje He MOry Ja ce moaupyjy. To 3Ha9m 13 cy OBe MOBPINM CAMO IPUJbyO/beHe
jesHa y3 Apyry, u Jia Tako 3ajejgHo kpyxe oko tavaka Ct u C~. Oso, mehyTum, nosiaauu
Jia je CBaKa OJI BUX U CaMa CACTaBJbEHA OJI JIBE MOBPIIHU, TAKO 1A UX je YKYIIHO YeTHDH.
Wcrum aprymenToM MOXKEMO CBAKH IIyT JI3 JLYILIMPAMO OPOj IIOBPIIH, IITO 3HAYHN 13, UX 38~
npBO nMa GeckoHaaHO MHOTO (JIOPEHTIT je CTpaHu ATPAKTOP OKAPAKTEPUCAO KAO OECKOHAUHU
Komnaexc nospwu). Ha OoCHOBY oBe 0COOHMEHE Cyieiu JIa je CTpaHU aTpakTop (pakTa, a
HyMEpUYKH ITPOPAYYHM YKa3y]y HA TO Ja je mherosa jgumensuja oko 2,05. Ilopprmaa My
je H6eckoHaUHA, a 3AlpPEeMUHA HYJITA.
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Cuinka 4.4: Ilpuka3 reoMeTpujcke CTPyKType CTPAHOT aTPAKTOPA.

4.1 JbanmyHOBJ/b€B €KCIIOHEHT

[Topen anepuopmanocTu, Apyra ONTHA KAPAKTEPUCTUKA, CTPAHOT ATPAKTOPA, j€ OCETIhHU-
BOCT Ha TTPOMEHY TOYETHUX YCJIOBA. HpeTHOCTaBI/IMO Ja UMaMO JiBa Pa3JIndnuTa MMOYETHA
yCII0Ba, Koju ¢y y hba3HOM IpocTopy Ha yrasseHoctu dg. IIparuhemo dbyukumjy 6 (1) Koja
03HAYABA HUXOBY YJAAJHEHOCT V JATOM TPEHYTKY W HAIPTATH IpadUK IHEHOT MPUPOILHOT
JoTapuTMa 0] BpeMeHa (camka 4.5):

Haruo = A

In(8)

Cimka 4.5: 3aBUCHOCT TPUPOIHOT JIOTAPUTMA YIAJHEHOCTH TAYaKa, Off BPEMeHa.
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Yumennra 1a je rpaduk y nmoderky mpubiuKkHO JWHEAPAH yKa3lyje Ha TO Jia Ce JBe
Tadke y (Pa3HOM MPOCTOPY VAAJBY]Y jeIHA OJ Ipyre eKCIOHEHIHjaHO O6p30:

5 (t) = dg e (4.1)

To HapaBHO He Tpaje 3ayBeK, jep je BUXOBO KPETame Kao IITO 3HAMO OIPAHUYEHO Ha,
yHyTparmsaocT oapehenor emunconga. OBo objarmmara 3amTo GyHKIHja Ha caumd 4.5 y
JeTHOM TPEHYTKY TpecTaje Ja pacTe.

Bpoj A 30Be ce JbanyHOBJ/bEB €KCHOHEHT U MOXKE CE OJPEAUTHA HYMEPUUIKH; 38 I1a-
pameTpe Koje cMO Mu KopucTuiu u3nocu A = 0,9. BuTHO je HaryIacuTH Jia 0Ba BPEIHOCT
Bapwpa y 3aBHCHOCTH O] TOJOXKAaja HA ATPAKTOPY, TAKO Ja je 33 WmEeroBo oapehwsBame
nmoTpebHO y3eTH MpoceK Ha BEJUKOM Opojy Tpajekropuja. Takohe Tpeba momenmyTu ma y
N-AMMEH3UOHAJTHOM CHUCTEMY 3alpPAaBO UMa 7 JbalyHOB/EEBUX €KCIIOHEHATA: AKO MPATHMO
€BOJIYIHjy MaJie xunepcdepe MoUeTHUX ycJioBa BujieheMo Jia ce OHa, 33 KPATKO BpEMe Jie-
dopmuliie y eJUIICOUI, TIa MO0 CBAKOM IIPABILY IIOCTOjU IO jesiaH JballyHOB/hEB €KCIIOHEHT.
Y oBoMm cityuajy 3a A bupamo HajBehu o BHUX.

Cucremu y kojuma je A > 0 OJJIUKY]y ce OCET/AMUBOIINY HA TOUYETHE YCIOBE U CAMUM
THM HEMOTYNHOCTH JIyrOpOYHOT TIpeBuhama. AKO yBeIeMO BPEMEHCKH XOPHW3OHT tj, Kao
BpeMe HAKOH KOjer mpefBuhare MOCTaje HEMpEeIru3HO, € KAa0 MUHUMAJHY YAAJbEHOCT Y
¢da3zHOM TIPOCTOPY HA KOjO] PA3jMKyjeMO JBe Taduke u dy Kao HeojpeljeHoCT Meperma, u3
jennaqune (4.1) nobujamo:

R
X\ )

Jlorapuramcka 3aBUCHOCT tp, O Oy je pasJjior u3 Kor cy Hemorylia ayropovsa npeasula-
Ha: aKo Ha IpUMep y3MeMo € = 1 u 6y = 1072, 1a GHCMO BpeMeHCKH XOpu30HT noseharnm

018

10 myTa, mpernusHOCT Mepema d MopaMo moehaTn wax 1 myTa.

4.2 JlopeHIIOBO Ipec/InKaBaHe€

AKko ce BpaTumMo Ha rpaduk Ha cauny 4.211, MOXKeMO I3 YOUUMO jeIHy MPABHIHOCT, a
TO je 71a Ta9Ke KPyrKe OKO je/IHOT IIEHTPA CBE JIOK Ce He YIaJhe JIOBOJbHO U Tpehy Ha Apyru.
Ocum ToTa, U3TJIe/1a Ja yAAJbEHOCT OJ Je JHOT TIEHTPA, IIpe TpeJia3a onpelyje yaameHnocT o
Apyror mocje npesasa. llpumerwsinu 0BO, JIopeHry je ofIyuno g moCcMaTpa 3aBUCHOCT 2
KOOpJIMHATE Ol BpEMeHa, K0ja je mpuKa3aHa Ha cauny 4.6.
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Zntl

Cummka 4.6: 3aBucHocT z(t) y XaOTHIHOM DEKUMY.

Youwmsimu j1a 1eUHATHBHO MOCTOjU HEKA TPABWIHOCT, JIOpeHI je gabe mocMaTpao
nokasHe Makcumyme dbyHKIHje z(t) Koje je HA3BAO 2z,. 3aTUM je Tpa]GUIKU MPUKAZA0
BaBUCHOCTH Z 11 OJL 2, W 1o0mo caejnehn wsnenahyjyhn pesyarar (coamka 4.7):

50 T T T T

45 . i

40 . ¢ .
Zn+1 7
35 ." . . —

25 I ! 1 1

Zn

Ciauka 4.7: 3aBUCHOCT 2,11 O Zp.

Cse BpesHOCTH Cy Cce TpymHcaje Ha KPUBO] KOja je uMaja Bpjo maiy jebipuny. OBy
dbyukmmjy zp+1 = f(z,) upeacraBmeny Ha cauny 4.7 naxac HazmBamo JlopeHmoBuUM
npecaunkaBameM. Oavax Tpeba pasjaCHUTH JIa YIPABO M3 PA3JIOTA TITO WMA HEKY JIe-
6pury oHa Huje mobpo medwmnucana. Mehyrum, Kako je Ta meb/puHA BPJAO MaJja, TPET-
noctaBuhieMo A3 He IMOCTOju, uMajyhy y BuAy ma 360r oBoTa CBa Iajhba pasMaTpaiba mehe
O6uTH pUTOpPO3HA.

Bparumo ce Ha njiejy noMeHyTy y ceKiuju 3.2: ja 3a TpEHyTHE ImapaMeTpe He TI0CToje
CTAOWJIHYM TPAHUYHU IUKIycH. [locMaTpajMo GUI0 KOju IUKIIYC KOJU OrOBapa HU3y {z,}.
Kaxko je y muTamy nukiryc, MOpa Ja HOCTOjU IPUPOAAH OpOj p 3a KOJH je z, = Zp4p. AKO
YBEJIEMO 1), KAO MAJIO OJICTYIIAE O]l 2, JUHEAPU3AIU]OM ce oKasyje 1a Ng+1 = |f (zx)| k-
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Opnasne caenu na je:

p—1

Mn+p = H f (Zntk)| M- (4.2)

k=0

Caga je xkipyano npumerutu ca rpaduka va commy 4.7 na je |f (2,)] > 1, 3a cBako z,.
Axo oBo 3amenumo y (4.2), mobujamo:

Mn+p > Tin-

OBo 3HAYM JIa, CBAKO MAJIO OJICTYIAe OJ OpOUTe BPEMEHOM pacTe, OJHOCHO 1A CBAKA,
3aTBOpeHa opbuTa 3a pazMaTpaHe BPEIHOCTH mapamerapa Mopa buru mecTabmirHa.
3a 1ojeIHOCTAB/HEHN MATEMATUIKY MOJIEJT JIOPEHIIOBOT TIPECINKABAba MOXKE C€ y3eTH

dyHKIHja:

— o) = 22, 0<uz,<1/2
bt =T =0 0 g, 1/2 <0, < 1

HWen rpaduxk je mar wa cianmm 4.8

5[".,,1

n

Cauka 4.8: 3aBUCHOCT Ty 11 O Xp,.

[Tpenazak m3mehy obsmactn 0 < x < 1/2 mw 1/2 < 2 < 1 y 0BOM MOy OAroBapa
npesacky mamelhy KpyKema OKO jeJHOT U OKO JPYTOr IMEeHTPa Ko JIOpeHmoBor arpakTopa.
[Tokazyje ce ma y MOJeIy 3a MPOU3BOJHHY CEKBEHILY ITpesia3a yBEK MOCTOjH TTOYETHH YCJIOB
T KOjU je 3aJ0BOJhABA, a KAKO CBAKA TPAJjEKTOPHja HA CTPAHOM aTPaKTOpy mma cebu
omropapajyhy Ha Momesny, MOXKe ce 3aK/bYYUTH Ja HUCTO BaXKH U 33 mera. OBaj pesyarar
y BEJIUKO] Mepu moMaXke 00JbeM Pa3yMeBarmby YHYTPAIbe JUHAMUKE ATPAKTOPA.
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3akJpy4dak

3a Kpaj MOXKEeMO Jia ce BPATUMO Ha JIOPEeHIOBO MOYETHO MUTAKE, A TO je KAKBE Cy UM-
ILUTHKAIMje KAPAKTEPUCTUKA CTPAHOT ATPAKTOPA HA BPEMEHCKE MPUJIMKE W HHUXOBO MPEJI-
subame? [lox ycioBom ja Jlopentose jejHaunbe 3ampaBo UMajy Be3e Ca CTBAPHUM aTMO-
cpepcKuM IPUIIKKAMA, MOXKEMO M3BECTH HEKE BPJIO MHTEpPeCaHTHE 3akJbyuke. Hajunosna-
THjH je, cBaKako, edpeKaT JienmTupa' KOju rOBOPH O TOME KAaKoO JIeT JIeNTHpa y Bpasmry
MOYXKe m3a3paTu TopHaao y Tekcacy. OBa TBpama ce, HAPABHO, 3ACHUBA, HA, BUCOKO] OCET-
JbUBOCTH HA, TPOMEHY TIOYETHUX YCJI0Ba. AKO ojpeanmMo obsacT y (hasHOM MPOCTOPY KOja
omropapa TopHaay y Tekcacy, 9ak u Kpajibe Oe3HaYajHa CTBAP KAO IITO je JIET JISTHPA
MOXKE JIa O/UIy9M 13 Jiu he TPajekTopuja ca JaTwM MOYeTHHUM YCJIOBHMA Tpohu Kpo3 OBy
obJiacr.

JlopeHn ujie 1 Kopak Jiasbe, Tepehn jia sier jgenTrpa TOKOM Beher BpEMEHCKOr IepPUo/ia
HE MOXKE JIa YTHUYE Ha YIeCTAJOCT BPEMEHCKUX HENOTroJa, Bell caMo Ha pejocies] y KoMe
ce one nojaBpyjy. OH ce oBJie ociiama HA OMTHO CTATUCTHYKO CBOJCTBO CTPAHOT ATPaK-
TOpa: Jia aKO ImocMaTpamo objacT Koja ofroeapa TopHary y Tekcacy m MepuMo IporeHar
Bpemena oy 0 10 t KOju TpajekTOpHUja TpPOBEE yHYTAp OBE objacTu, ;106ujamMo j1a mHerosa
BPEJIHOCT KOHBeprupa kaj t — oco. lllTaBuiiie, BpeHOCT OBOT' JIUMECA HE 3aBUCH O/l II0-
YeTHHUX yCJIOBA W MUCTA je 3a cBe TpajekTopuje. OBO je OBUTAH Pe3yaTAT 338 METEOPOJIOTH]Y,
jep morephyje 3HAUA] CTATUCTUIKUX PA3MATPAIHA.

'Butterfly effect (enr.)
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3axBaJIHOCT

OBuM myTeMm ce 3axBasbyjeM CBOjuM MeHTOpuMa, Anekcamapu dumuh m Munamy
Kpcrajuhy, kao u cBuM cBOjuM mpodecopuma, 3a 3HAIE KOje Cy MU MPEHEJIU TOKOM
OBE YeTWpPU T'OJVHE.
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